












  Diberikan    lapangan  dengan  minimal  lima  elemen. F ( )nM F   adalah  himpunan  semua 
matriks nxn atas lapangan  . Pada penelitian ini dikaji tentang bentuk pemetaan  linear dari F ( )nM F  
ke    ( )mM F yang  mempertahankan  invers  Drazin  matriks  atas  lapangan  dengan    dan  
. 
2ch F ≠







dikaji  oleh matematikawan  terutama  yang  bekerja  pada  teori matriks  dan  teori 
operator.  Banyak  hasil  yang  telah  diperoleh  pada  Linear  Preserver  Problem  ini 
antara  lain pemetaan  linear yang mengawetkan sifat  idempoten, pemetaan  linear 
yang  mengawetkan  rank  matriks  dan  pemetaan  linear  yang  mengawetkan 




Diberikan himpunan matriks nxn  ( )nM F  dan himpunan matriks mxm   ( )mM F  dan 
 menotasikan hinpunan semua pemetaan  linear dari   Γ ( )nM F  ke    ( )mM F  yang 
mempertahankan  invers  drazin matriks.  Pada  tulisan  ini  dikaji    karakteristik  dari 
elemen  . Γ
Tujuan dan Manfaat 
Tujuan  penelitian  ini  adalah  mengkaji  bentuk  pemetaan  linear  yang 











dari  F. Himpunan  semua matriks nxn  dengan  unsur‐unsurnya  anggota  F  dinotasikan 
dengan 
*F
( )nM F , Matriks  ( )nxnX M F∈  disebut  invers drazin matriks   jika ( )nxnA M F∈
X  adalah penyelesaian dari persamaan‐persamaan : 
(i).  AX XA=  
(ii). XAX X=  
(iii).  untuk suatu bilangan bulat positif  . kA XA A= k k
Apabila    DA   menotasikan  invers  Drazin  dari  matriks  A   untuk  sebarang 
,  maka  pemetaan  linear  T  dari ( )nxnA M F∈ ( )nM F   ke    ( )mM F mempertahankan 
invers  Drazin  dari  matriks  apabila    T( DA )=T ( )DA   untuk  setiap  ,  dan 
himpunan  semua  pemetaan  linear  dari 
( )nxnA M F∈
( )nM F   ke    ( )mM F   yang mempertahankan 
invers  Drazin  dinotasikan  dengan    Γ .  Pada  tulisan  ini    lapangan  F  diasumsikan 
mempunyai paling sedikit lima elemen. 




lainnya,   menyatakan himpunan matriks 0 txt dan 0t [ ] { }1, 1,2,...,n n= . 





  Teorema  berikut  sangat  penting  untuk  menghasilkan  teorema  utama  pada 
tulisan ini. 
Teorema 3.2 
Diberikan    pemetaan  linear  yang  mengawetkan  idempoten 
matriks, , 
: ( ) (n mT M F M F→ )






(ii). Terdapat matriks  dan bilangan bulat non negatif ( )mP Gl F∈ ,r dan sδ  sedemikian 
sehingga, 
1 ( ) ( ) ( ) 0t
r sP T A P A I A Iδ δ− −= ⊗ ⊕ ⊗ ⊕  
Untuk semua   dengan  ( )nA M F∈ m nr s dan rδ= + ≤ . 
  Selanjutnya sebelum pembahasan teorema utama diperlukan beberapa lemma 




Diberikan  sebarang  1 2 3 4, , ,x x x x   empat  elemen  berbeda  di    dan  
.Jika 
F
, , , ( )nA B C D M F∈ 2 3 0k k kA x B x C x D+ + + =   untuk  semua  ,maka 
. 
[1, 4]k ∈
0A B C D= = = =
Bukti. 













A x B x C x D
A x B x C x D
A x B x C x D
A x B x C x D
+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =
 
Karena  1 2 3 4, , ,x x x x   semua  berbeda,  maka  dengan  sifat  yang  ada  dalam  sistem 
persamaan linear dapat disimpulan bahwa  0A B C D= = = = . 
Lemma 3.2. 
Diberikan T  maka ∈Γ ( ) ( ) ( ) ( )n ii ii nT I T E T E T I=  untuk sebarang  [1, 4]i∈ . 
 
Bukti. 
Dengan  menggunakan  kenyataan  bahwa  1( ( 1) ) ( ( 1)Dn ii n iiI x E I x E−+ − = + − , 
D DA A AA=  dan T ∈Γ , maka diperoleh, 
1 1( ( 1) ) ( ( 1) ) ( ( 1) ) ( ( 1)n ii n ii n ii n iiT I x E T I x E T I x E T I x E− −+ − + − = + − + − )
n
 




Karena    memuat  lima  elemen,  maka  dapat  dipilih F x F ∗∈   sedemikian  sehingga 
,  dengan  demikian  akan  diperoleh 2 1x ≠ ( ) ( ) ( ) ( ) 0n ii ii nT I T E T E T I− =   atau  
. ( ) ( ) ( ) ( )n ii iiT I T E T E T I= n
ii
Lemma 3.3. 
Diberikan T  , maka  untuk sebarang  . ∈Γ 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )ii ii n ii nT E T E T I T E T I= = [1, ]i n∈
Bukti. 
Dengan  menggunakan  kenyataan  bahwa  1( ( 1) ) ( ( 1)Dn ii nI x E I x−+ − = + − E   , 




1( ( 1) ) ( ( 1) ) ( ( 1) ) ( ( 1)n ii n ii n ii nT I x E T I x E T I x E T I x E−+ − + − + − = + −  
Untuk sebarang   dan sebarang  [1, ]i∈ x F ∗∈ . 
Apabila diambil   ( ), ( )nA T I B T Eii= = , maka diperoleh, 
1( ( 1) )( ( 1) )( ( 1) ) ( 1)A x B A x B A x B A x B−+ − + − + − = + − …………………..3.1 
Dan dengan mengalikan persamaan ( 3.1 ) dengan  x  didapatkan, 
(A+(x‐1)B)(A(x‐1+1)‐(x‐1)B)(A+(x‐1)B)=A(x‐1+1)+(x‐1+1)(x‐1)B 
2( ( 1) )( ( 1)( ))( ( 1) ( 1)( ) ( 1)A x B A x A B A x B A x A B x B+ − + − − + − = + − + + − …..(3.2) 
Karena  D




,A A B B= =
2 2 2 2 3 2( 1)( ) ( 1) (2 ) ( 1) ( ) 0x BA B x A B B A B x B A B− − + − − − + − − =  




Diberikan  3 ( )nA A M F= ∈ maka terdapat matriks  ( )P Gl F∈  dan matriks   
sedemikian sehingga 
1 ( )rA M F∈
1






1 1 1 1 1 1
0
0 0 0 0
r
I A
A P Q PP P P−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 1A −
( )
,  ……………………………………(3.3) 
Dengan  1 1 1, ( ),n rP Q Gl F A M F∈ ∈  dan   1 2( )rank A rank A A r= =  
Diketahui   dan 3A A= 1 2 11 10 0A AA P P−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠  
1 2 1 2 1 2 1 21 1 1
1 1 1 1 1 1 1 10 0 0 0 0 0 0 0
A A A A A A A A





1 21 11 1 2
1 1 1 0 00 0
A AA A A
P P P− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠  
2
1 1 2 1 2( ) (A A A A A= ………………………………………………..(3.4) 
Karena  matriks    adalah  mempunyai  rank  baris  penuh,  maka  dari  (3.4) 
didapatkan 
1 2(A A )
2
1 rA I=  dan selanjutnya diperoleh 
1 2 1
1 1









n r n r
A A
A P P









⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠−⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
⎞⎟⎠  






−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠  





(i).   ( ) ( ) ( ) ( )n ij ij nT I T E T E T I= .
]
(ii).  2( ) ( ) ( )ij n ijT E T I T E=





Untuk sebarang   yang berbeda dengan ,i j , [1,i j n]∈  dan    x F ∗∈  dan menggunakan 




( ) (( ) ) (D Dn ij n ij n iT I xE T I xE T I xE+ = + = − ,sehingga berlaku persamaan berikut 
( ) ( ) ( ) (n ij n ij n ij n ijT I xE T I xE T I xE T I xE+ − = − +  
=Dan dengan penyederhanaan diperoleh, 2 [ ( ) ( ) ( ) ( )] 0n ij ij nx T I T E T E T I−   ,  karena    karakteristik  tidak  sama  dengan  2  dan F
x F ∗∈ , maka  , sehingga didapat 2x ≠ 0
n( ) ( ) ( ) ( )n ij ijT I T E T E T I= ,terbukti (i). 





( ) ( ) ( ) (n ij n ij n ij n iT I xE T I xE T I xE T I xE− + − = − …………………………(3.5) 
karena  ,  diperoleh 
.Dari  (i)  yang  telah 
dibuktikan,   dan persamaan (3.5) diperoleh, 
( ) ( )Dn nT I T I=
3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D D Dn n n n n n n n nT I T I T I T I T I T I T I T I T I= = =
3( ) ( )nT I T I=
2 2 2 3 3( ( ) ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ) 0ij ij n ij n ijx T E T E T I x T E T I x T E− − +   dan  dengan  lemma  2.1 
diperoleh  





Diberikan  2 nA I= ,  , maka terdapat matriks ( )nA M F∈ ( )nP Gl F∈  dan bilangan bulat 
nonnegatif    sedemikian  sehingga   ,p q 1( , )p qA Pdiag I I P−= −   dengan  
( )
n
p rank A I= + , . ( )rank A p q n= + =
Bukti. 
Diketahui    2
nA I=   ,  dibentuk  matriks  1 (2 n )A I+   ,Matriks  1 (2 n )A I+ adalah  matriks 
idempoten karena  2 21 1 1 1 1( ( )) ( ( ))( ( )) ( ) ( )
2 2 2 4 2n n n n n
A I A I A I A I A+ = + + = + = + I . Dan 
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selanjutnya    karena  1 (
2 n













































A I P P
I


















⎛ ⎞+ = ⎜ ⎟⎝ ⎠⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎝ ⎠⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪= −⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪= −⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭⎧ ⎫⎛ ⎞−⎪ ⎪⎜ ⎟⎪ ⎪= ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪−⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠ , dengan   q n r= − . 
Lemma 3.7. 
Diberikan  3 ( )nA A M F= ∈   maka  terdapat  matriks  ( )nP Gl F∈   dan  bilangan  bulat 
nonnegatif   sedemikian sehingga , ,p q dan s
1( , ,0 )n q sA Pdiag I I P−= −  
Dengan   ( ) , ( )
n
rank A p q p rank A I rank A n= + = + + −  dan   p q s n+ + =  
Bukti. 





A P P−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠ 1 rank A r=   dan    21 rA I= .  Dengan  lemma  3.6  ,  terdapat 
























0 0( , ,0 )
0 0








A Pdiag P P P
I
P P
P diag I I
I I












P P s n p q
I






























rank I n r




= ++⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠+⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎝ ⎠⎛ ⎞⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠= + + −
 
Lemma 3.8 
Diberikan  T  pemetaan linear dari   ( )nM F  ke   ( )mM F  yang mengawetkan idempoten 




Diberikan  ,   dan    dengan paling sedikit  lima elemen, maka   
jika dan hanya jika   mempunyai salah satu bentuk dari dua bentuk berikut: 
2ch F ≠ ,m n >1 F T ∈Γ
T
(i).   0T =
(ii).Terdapat  matriks  invertible  ( )nP Gl F∈   dan  bilangan  bulat  nonnegatif 
1 2 1 2, , ,p p q q dan s  sedemikian sehingga , 
1 1 2 2
1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0t tp q p qP T A P A I A I A I A I− = ⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗− ⊕ ⊗− ⊕ s
s
,  untuk  semua 




Karena  ,  maka  .Menggunakan  lemma  3.7  , 
terdapat matriks 
( ) ( ) ( )D Dn nT I T I T I= = n n3( ) ( )nT I T I=
( )mP Gl F∈  sedemikian sehingga 
1 2 3
1( ) ( , ,0 )n t t tT I P diag I I P−= − , dengan   1 2 3t t t m+ + = . ……………………….3.6 
Untuk  sebarang  ( )nX M F∈ ,  dari  lemma  3.2  dan  bagian  (i)  lemma  3.5  berlaku 









1 2 1 2( ) ( , ,0 ) , ( ), ( )t tT X P diag X X P X M F X M F−= ∈ . 




1 2( ) ( ( ), ( ),0 )tT X P diag f X f X P−= − …………………………………………3.9 
Karena    adalah  pemetaan  linear  ,  maka  dari  (3.9)  didapat  bahwa T
11
: ( ) (n t )f M F M F→  dan   22 : ( ) (n t )f M F M F→  adalah pemetaan linear. Dari (3.6) dan 
(3.9) diperoleh 
11








1 2( ) ( ( ) , ( ) ,0 )D D D tT X P diag f X f X P−= −    ………………………………….3.11 
Dari  persamaan  (3.10),  (3.11)  dan    ( ) ( )D DT X T X=   disimpulkan  bahwa  
11
: ( ) (n t )f M F M F→   dan    22 : ( ) (n t )f M F M F→   adalah  pemetaan  linear  yang 
mengawetkan invers Drazin matriks. 
Selanjutnya  dibuktikan  bahwa  1f   mengawetkan  idempoten.  Untuk  sebarang 
2 ( )nM M M F= ∈  terdapat matriks  ( )nQ Gl F∈  sedemikian sehingga 
1( 0)
r
M Q I Q−= ⊕ , …………………………………………………………...3.12 
 dengan  rank  M r= . 
Diambil  ,  untuk  semua   11 1( ) ( )T X f QXQ−= ( )nX M F∈ ,  maka    adalah  pemetaan 
linear dari 
1T






1 1( ) ( ) ( )n n nT I f QI Q f I I−= = t= . Menggunakan lemma 3.3 diperoleh 
1
2 2
1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )ii ii n ii t iiT E T E T I T E I T E= = =  untuk sebarang   [1, ]i n∈ ……….3.13 
Karena  1( )Dii jj ii jjxE E x E E−± = ±   untuk  sebarang  , , [1, ]i j i j n≠ ∈   dan  sebarang 
x F ∗∈ ,  maka  11 1 1 1( ( ) ( )) ( ) (Dii jj ii jj )xT E T E x T E T E−± = ± ,  selanjutnya  jika  diambil 
  dan 1( )ii iT E A= 1( )jjT E A= j j  maka  berlaku    1( )Di j ixA A x A A−± = ± .Selanjutnya 
diperoleh 
1 1( )( )( )i j i j i j i1 jx A A xA A x A A x A A− −± ± ± = ±− …………………………………3.14 
Dari  (3.13) dan (3.14) berlaku  
2 0j i i j j i jA A A A x A A A+ + =     …………………………………………………..3.15 
Dengan (3.15) dan lemma 3.1 didapatkan 
0j i jA A A =    ,     0j i i jA A A A+ =
Mengkombinasikan  kedua  persamaan  diatas  dan  dengan  (3.13)  disimpulkan  bahwa 


















































Hal  ini  berarti  bahwa  1f   mengawetkan  idempoten.Dengan  cara  yang  sama  dapat 
ditunjukkan bahwa  2f  juga mengawetkan idempoten. 
Karena   1f  dan   2f  keduanya mengawetkan idempoten , maka dengan lemma 3.8 dan 
teorema 3.1 didapat kasus berikut: 
Jika   maka  dengan lemma 3.8 disimpulkan bahwa 1n t> 1f =0, dan jika   maka 1n t≤ 1f  
mempunyai bentuk    salah  satu dari(i) atau  (ii)   pada  teorema 3.2.Secara  sama  ,  jika 
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2n t>  maka dengan  lemma  3.8 disimpulkan bahwa  2 0f =  dan  jika   maka 2n t≤ 2f  
mempunyai bentuk salah satu dari (i) atau (ii) pada teorema 3.2. Dengan pertimbangan 




3.9 maka  dapat  ditunjukkan  bahwa   merupakan  pemetaan  linear  dari T ( )nM F   ke  
( )mM F   yang  mempertahankan  invers  Drazin  matriks.  Dengan  demikian  terbukti 
teorema di atas. 
 
  Berikut diberikan  contoh untuk memperjelas  teorema di atas untuk  kasus   
bukan pemetaan 0. 
T
Diambil  pemetaan  ,  untuk  setiap   2 5 3 5: ( ) (T M Z M Z→ ) 2 5( )A M Z∈ ,  didefinisikan 





⎛ ⎞⎜= ⎜⎜ ⎟⎝ ⎠
⎟⎟
⎟ ⎟ )








⎛ ⎞⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
             
Jika diambil   dan   , maka diperoleh   dan  1 3
2 4
A ⎛ ⎞= ⎜⎝ ⎠ 3 41 2DA ⎛ ⎞= ⎜⎝ ⎠ ( )T A ( DT A  sebagai 
berikut. 
1 4 2
( ) 4 4 3
0 0 0
T A
⎛ ⎞⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠    dan    ,  setelah dilakukan pengecekan dengan 
definisi invers Drazin diperoleh bahwa 
3 2 1
( ) 2 2 4
0 0 0
DT A
⎛ ⎞⎜= ⎜⎜ ⎟⎝ ⎠
⎟⎟




( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )




T A T A T A T A
T A T A T A T A
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